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У роботі доведено твердження про те, що задача мінімізації 

сліду матриці жорсткості для трикутного скінченного елемента 

лагранжевого типу третього та вищих порядків і задача побудови 

гармонічних базисів для тих же елементів є еквівалентними 

задачами на множині функцій, що отримують із стандартних 

базисних за допомогою операції внутрішньої конденсації. 
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Постановка проблеми. Дослідження впливу величини сліду 

матриці жорсткості на точність отримуваних розв’язків у методі 

скінченних елементів (МСЕ) і дослідження доцільності застосування 

базисів, що складаються із гармонічних функцій, проводяться 

відокремлено. Перехід від стандартних базисів до гармонічних 

супроводжується зменшенням величини сліду матриці жорсткості. 

Але результатів порівняльного аналізу розв’язків обох задач у 

доступних літературних джерелах не виявлено. 

Аналіз основних досліджень і публікацій. Питання побудови 

гармонічних базисів для трикутних СЕ досліджуються у роботах [1-3]. 

Особливістю цих досліджень є те, що в них розглядаються СЕ 

серендипового типу, а базисні функції подаються у вигляді 

тригонометричних рядів.  

Доцільність використання величини сліду матриці жорсткості 

елемента для прогнозування апроксимаційних властивостей базису 

доводиться у роботах [4-5].  

Формулювання цілей статті. Довести твердження про те, що 

застосування операції внутрішньої конденсації до базисних функцій 

лагранжевих трикутних СЕ третього і вищих порядків приводить до 

побудови одного і того ж базису у задачі мінімізації сліду матриці 

жорсткості і у задачі побудови базису, що складається із гармонічних 

функцій (або функцій, що найменше ухиляються від гармонічних).  

Основна частина. Нехай трикутний СЕ має n вузлів на 
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сторонах і m внутрішніх вузлів. Позначимо за N базисні функції, які 

асоційовані із зовнішніми вузлами на сторонах, а за М – базисні 

функції, які асоційовані із внутрішніми вузлами. Відзначимо, що 

вираз кожної базисної функції, що асоційована із внутрішнім вузлом, 

у своєму складі має множники, які відповідають рівнянням сторін 

трикутника: 

       yxfyxgyxgyxgM jj ;;;; 321  , (1) 

де   0; yxg p   3;1p  – рівняння сторін трикутника;  yxf j ;  – деякий 

степеневий поліном. 

У результаті виконання операції внутрішньої конденсації 

отримаємо новий базис NC, функції якого задаються виразами: 
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Слід матриці жорсткості за умови одиничної матриці 

коефіцієнтів пружності середовища для конденсованого базису 

обчислюється за формулою [4]: 
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Таким чином, для обраної структури базисних функцій (2) 

найкращим базисом для СЕ є той, для якого  

  min)(  ektraceT . (4) 

Функціонал (4) є сумою додатних доданків, тому його 

мінімальне значення складається із суми мінімальних значень 

кожного окремого доданка, тобто задача мінімізації сліду матриці 

жорсткості розпадається на n незалежних задач мінімізації для кожної 

окремої базисної функції iNС , ni  ;1 : 

min
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Для їх розв’язання підставимо вирази шуканих базисних 

функцій iNС  (2) у функціонали виду (5): 
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Обчислення подвійних інтегралів із двох останніх доданків 

формули (6) за допомогою методу інтегрування частинами з 

урахуванням структури базисних функцій (1) приводять до виразів: 
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Звідки маємо, що 
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Таким чином, функціонали з формули (6) остаточно мають 

вигляд: 









































 



dxdyN
y

N
x

T iii

22

 













































  

 

dxdyM
y

M
x

m

j
jji

m

j
jji

2

1
,

2

1
,   

dxdyM
y

N

x

N m

j
jji

ii
 
 






















1
,2

2

2

2

2  . 

(7) 

 

 

Висновки. Функціонали iT  (7) відрізняються від функціоналів, 

що приводять до побудови гармонічних функцій за методом Рітца, 

наявністю першого доданка dxdyN
y

N
x

ii









































22

. 

Задачі мінімізації цих функціоналів розв’язуються за допомогою 

систем рівнянь, в яких частинні похідні від функціоналів за 
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невідомими ваговими коефіцієнтами ji ,  функцій jM  дорівнюють 

нулю. Доданок, на який відрізняються вказані функціонали, не 

містить невідомих коефіцієнтів ji , . Отже, частинні похідні від нього 

за коефіцієнтами ji ,  дорівнюють нулю. Таким чином, при 

розв’язанні обох задач мінімізації функціоналів ми отримуємо одну і 

ту саму систему лінійних алгебраїчних рівнянь, яка має єдиний 

розв’язок, і відповідно, названі задачі приводять до побудови одного і 

того самого базису. 

Окремо відзначимо, що у разі неможливості отримання 

гармонічних базисних функцій при застосуванні операції внутрішньої 

конденсації (як це має місце, наприклад, для трикутного СЕ третього 

порядку [6]), задача мінімізації функціоналів з методу Рітца 

приводить до побудови базисних функцій, які найменше відхиляються 

від гармонічних у нормі метрики L2 [7]. 
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О СВОЙСТВАХ ОПЕРАЦИИ ВНУТРЕННЕЙ КОНДЕНСАЦИИ  

В МКЭ 

Тулученко Г.Я., Старун Н.В., Маломуж Т.В. 

В работе доказывается утверждение о том, что задача 

минимизации следа матрицы жесткости для треугольных 

конечных элементов лагранжевого типа третьего и более высоких 

порядков и задача построения гармонических базисов для тех же 

элементов являются эквивалентными задачами на множестве 

функций, которые получают из стандартных базисных с 

помощью операции внутренней конденсации. 

Ключевые слова: метод конечных элементов, операция 

внутренней конденсации, след матрицы жесткости. 

 

ABOUT PROPERTIES OF THE OPERATION  

OF THE INTERNAL CONDENSATION IN FEM 

H.Ya.Tuluchenko, N. Starun, T. Malomuzh  

In this paper we prove the statement that the task of the minimizing 

the value of stiffness matrix trace for triangular finite elements 

Lagrange-type with third and higher orders and the task of the 

constructing harmonic bases for the same elements are equivalent tasks 

on the set of the functions which are obtained from the standard basis 

with the help of the internal condensation operation. 

Keywords: finite element method, operation of the internal 

condensation, trace of stiffness matrix. 


