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В роботі наведено окремі рівняння та зображення плоских 

ізометричних сіток за вихідним дискретним рядом точок та 

основними методами його інтерполяції та апроксимації. 
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Постановка проблеми. Властивістю ізометричних (або ще 

ізотермічних) сіток (поверхонь) є те, що їх елементарні комірки мають 

форму квадратів – крайні коефіцієнти 1-ої квадратичної форми 

однакові. Застосування ізометричних сіток має місце при моделюванні 

поширення тепла, нанесенні зображень на криволінійні форми з 

мінімальними спотвореннями тощо. В подібних задачах формування 

плоскої ізометричної сітки іноді корисно здійснювати через задання 

координат дискретного точкового ряду напрямної кривої. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. В праці [2] розглянуто 

побудови ізометричних сіток для кривих Без’є, Лагранжа, дробово-

раціональних кривих. В роботі [3] досліджено плоскі ізометричні сітки 

для будь-якої напрямної кривої заданої в параметричній формі. 

Формулювання цілей статті. Розробити додатки до системи 

комп’ютерної математики Maple [1] формування та дослідження 

плоских ізометричних сіток за наперед заданим рядом точок. 

Основна частина. Отримати аналітичний опис плоскої 

ізометричної сітки можна маючи параметричне рівняння кривої [3]. 

Так, для будь-якої параметричної плоскої кривої на дійсній площині: 

  ( )   [ ( )  ( )], (1) 

буде відповідати ізотропна крива (крива нульової довжини), якщо її 

параметричне рівняння на комплексній площині записати у вигляді: 

   ( )    [ ( )   ( )     ( )   ( )   ], (2) 

де    √   – уявна одиниця. 

                                           
*
 Науковий керівник – д.т.н., професор Аушева Н.М. 
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Із ізотропної плоскої кривої   ( ) можна отримати дві 

ізометричні сітки, якщо у рівнянні (2) виконати заміну параметра t  на 

комплексну змінну Ivu  : 

   (   )    [ (    )   (    )   (    )   (    ) ], (3) 

та виразити з останнього виразу дійсну    (   )    (  (   )) або ж 

уявну частини    (   )    (  (   ))  

Якщо ж напрямною кривою плоскої ізометричної сітки є 

дискретний точковий ряд    [     ], то необхідно перейти до його 

параметричного вигляду  [ ( )  ( )], використовуючи відомі методи 

інтерполяції та апроксимації (рис.1). 
 

Точковий 

ряд 

[     ] 

 

 

 

 

 

 

Параметрична 

крива 

 [ ( )  ( )] 

 

 

 

 

 

 

Ізометрична 

сітка 
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   [          ] 

   [          ] 
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    (  (   )) 

Без’є 

дробово-раціональна 

апроксимуюча 

-“- 

Рис.1. Схема формування ізометричних сіток 
 

Було розроблено програмне забезпечення для середовища 

символьної алгебри Maple [1] автоматизованого формування та 

дослідження ізометричних сіток для будь-якого ряду точок    [     ]. 

Для тестування додатку обсежилися п’ятьма вузлами дискретного 

ряду з наступними їх координатами: 

    [           ],   (4) 

    [           ].   (5) 

В 4-х таблицях наведено рівняння   – го порядку 

інтерполяційної чи апроксимуючої кривої відповідної ізометричної 

сітки  (   )    (  (   )), її лінійного елемента     та межі зміни 

параметрів     – координат сітки. Для порядку     кривої  ( ) 
рівняння ізометричних сіток  (   ) є досить громіздкими і тому тут 

вони не приводяться. Оскільки координати вузлів дискретного ряду 

(4)-(5) є цілими числами, то отримані коефіцієнти рівнянь  ( ), 
 (   ) та     визначаються точно і представляються у вигляді дробів. 

Аналіз результатів проведених обчислювальних експериментів 

показує, що найбільш прогнозованими є криві Лагранжа і Без’є, а 

значить і плоскі ізометричні сітки на їх основі. Оскільки суттєвий вплив 

на дробово-раціональну криву мають вагові коефіцієнти, то вигляд 

ламаної (4)-(5) візуально не узгоджується з напрямною кривою  ( ).  
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Рівняння та зображення ізометричних сіток на основі 

многочлена Лагранжа  ( )  ∑     ( )
 
   , де   ( )  ∏

    

     

 
   
   

 наведено в 

табл.1. 

Таблиця 1 

n Рівняння Зображення 

n=1  ( )  [
     
      

]; 

 (   )  [
          
         

]; 

      (       ); 

                   

n=2  ( )  [
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  [
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n=4 
 ( )  [
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В табл.2 наведено рівняння та зображення плоских 

ізометричних сіток для кривої Без’є  ( )  ∑       ( )
 
   , де     ( )  

  

  (   ) 
  (   )   . 

Таблиця 2 

n Рівняння Зображення 

n=2  ( )  [
     

          
]; 

 (   )  [
              

                  
]; 

    (   (     )               )(       ); 

                   

n=3  ( )  [
     

                   
]; 

 (   )  [
                                 

                                     
]; 

                   

n=4 
 ( )  [

            

                          
]; 
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Рівняння та зображення плоских ізометричних сіток для 

дробово-раціональної кривої  ( )  
∑         ( )
 
   

∑       ( )
 
   

, де     ( )  
  

  (   ) 
  (  

 )    з ваговими коефіцієнтами    [         ] наведено в табл.3. 

Таблиця 3 

n Рівняння Зображення 

n=2 
 ( )  [

(   )     (   )     

(   )    (   )    
 

   (   )     

(   )    (   )    
  

]; 

   
   (       )(   (   ) )(   (   ) 

(       (     )   (      )          ) 
; 

                   

n=3 
 ( )  [

(   )       (   )       (   )     

(   )      (   )      (   )   
 

     (   )       (   )    

(   )      (   )      (   )   
  

]; 

                  
 

n=4 
 ( )  [

(   )     (   )      (   )      (   )     

(   )    (   )      (   )     (   )   
 

 
   (   )      (   )      (   )     

(   )    (   )      (   )     (   )   

]; 

                  

 

 

В табл.4 наведено рівняння та зображення ізометричних сіток 

апроксимаційної кривої 2-4 порядків за методом найменших 

квадратів. 

Таблиця 4 

n Рівняння Зображення 

n=2 
 ( )  [

  
    

      
   

      

      
  

      

     

]; 

 (   )  [
 

     

      
     

      

      
  

 
    

      
(     )  

      

      
    

      

     

]; 

                  

n=3 
 ( )  [

  
        

       
 
         

        
  

        

        
   

       

        
  
]; 

 (   )  [
  

         

        
  

        

        
   

       

       
    

       

        
   

        

       
 
         

        
  

        

        
(     )  

       

        
   

       

       
     

]; 

                  

n=4  

 ( )  [
  

    

   
 
     

    
  

     

     
   

 

   
   

   

      
  
]; 

                 

 



26 

Висновки. Проведеними обчислювальними експериментами з 

формування та дослідження плоских ізометричних сіток за наперед 

заданим дискретним точковим рядом показано, що без сучасних 

систем символьних перетворень розв’язати подібні задачі неможливо 

із-за громіздкості аналітичного опису. Використання дробово-

раціональних кривих із ваговими коефіцієнтами для формування 

плоских ізометричних сіток є недоречним, оскільки відсутній 

візуальний взаємозв’язок між зображеннями ламаної дискретного 

точкового ряду та відповідною кривою інтерполяції. 
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ПЛОСКИЕ ИЗОМЕТРИЧЕСКИЕ СЕТИ ЗА ЗАДАННЫМ 

ДИСКРЕТНЫМ ТОЧЕЧНЫМ РЯДОМ 

Аушева Н.Н., Несвидомина О.В. 

В работе приведены уравнения и изображения плоских 

изометрических сетей за наперед заданным дискретным 

точечным рядом и основными методами его интерполяции и 

аппроксимации. 

Ключевые слова: кривая Лагранжа, кривая Безье, дробно-

рациональная кривая, изотропная кривая, изометрическая сетка. 

 

PLANE ISOMETRIC GRIDS FOR A SPECIFIED DISCRETE 

RANGEPOINTS 

Ausheva N., Nesvidomina A. 

In the paper, equations and images of plane isometric networks are 

given behind a preassigned discrete point series and the basic methods of 

interpolation and approximation. 
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