
74 

УДК 514.18 

 

КОЛИВАННЯ МАЯТНИКА, ТОЧКА ПІДВІСУ ЯКОГО 

ОБЕРТАЄТЬСЯ НАВКОЛО ВЕРТИКАЛЬНОЇ ОСІ  

 

Куценко Л.М., д.т.н., 

Семків О.М. , к.т.н 

Національний університет цивільного захисту України (м. Харків ) 

 

Розглядається метод вибору значень параметрів для 

одержання нехаотичних (періодичних) траєкторій коливань 

математичного маятника, точка підвісу якого обертається в 

площині навколо вертикальної осі. 
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Постановка проблеми. Математичні просторові маятники 

використовуються як моделі для дослідження процесів та явищ, 

описаних певним класом диференціальних рівнянь [1-4]. Можливість 

виникнення таких ефектів необхідно враховувати під час розрахунку 

різноманітних конструкцій (будівельні крани, висячі мости, вантово-

балкові системи, канатні дороги, лінії електропередачі, різні космічні 

тросові системи, тощо). Моделі просторових маятників знаходить 

застосування в механіці для аналізу умов, за яких виявляються ефекти 

втрати динамічної стійкості надзвукових літаків, швидкохідних 

кораблів тощо [1,2]. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Існує значна кількість 

публікацій, присвячених математичним просторовим маятникам [1-3]. 

Для ілюстрації розв’язків цих рівнянь необхідно вміти будувати 

просторові форми траєкторій переміщення (центра) вантажу 

пружинних маятників. Тоді за аналогією розв’язки можна 

використати і в подібних за змістом задачах. Тому ці дослідження 

доцільно було б доповнити розробкою способу графічного 

унаочнення траєкторій коливань вантажу як результату розв’язання 

диференціальних рівнянь для їх опису з метою виявлення серед них 

нехаотичних траєкторій. 

Формулювання цілей статті. Розробити графічний 

комп’ютерний метод вибору значень параметрів для одержання 

нехаотичних траєкторій коливань математичного маятника, точка 

підвісу якого обертається в площині навколо вертикальної осі. 
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Основна частина. Вважатимемо, що математичний маятник 

довжиною d коливається у площині, визначеною віссю  Оz і 

невагомою балкою ОА, яка обертається навколо осі Оz. Кріплення 

маятника розміщено на відстані d/2 від осі обертання (рис. 1). 

 

 

 Для опису динаміки коливань  

маятника в декартових координатах Oxyz 

використаємо [4] вирази для кінетичної T 

і потенціальної V енергії:  
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Рис. 1. Схема маятника  Звідси одержуємо вираз лагранжиана  
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 Тут використано такі позначення:: u(t) – кут обертання площини 

Oxz навколо осі Oz; v(t) - кутів відхилення маятника від вертикалі в 

площині Oxz; L – довжина маятника; m – маса вантажу маятника; g = 

9,81. За допомогою лагранжіана одержуємо систему диференціальних 

рівнянь Лагранжа другого роду: 

 
1

4
m d2 4 







d

d

t
( )u t ( )cos ( )v t 







d

d

t
( )v t 5











d

d2

t2
( )u t 4











d

d2

t2
( )u t ( )sin ( )v t 







8 ( )sin ( )v t 







d

d

t
( )u t ( )cos ( )v t 







d

d

t
( )v t 4











d

d2

t2
( )u t ( )cos ( )v t 2 







0

 

                                                                                                                  (2) 


1

2
m d2















  2










d

d2

t2
( )v t 







d

d

t
( )u t

2

( )cos ( )v t 2 







d

d

t
( )u t

2

( )cos ( )v t ( )sin ( )v t 0

.
 

 

 Розв’язувати систему диференціальних рівнянь (2) відносно 

функцій u(t) і v(t) будемо чисельним методом Рунге-Кутти з умовами: 

u0 і v0 – початкові кути  в «нульовий» момент часу t; du0 і dv0 – 

початкові швидкості відхилення маятника у напрямах відповідних 

кутів. За допомогою знайдених наближених функцій ˆ( )u t  і ˆ( )v t  

координати положення вантажу маятника можна визначити за 

формулами (рис.2): 
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Для визначення значень параметрів u0, v0, du0 і dv0, які б 

забезпечили нехаотичну просторову траєкторію руху вантажу 

маятника, застосуємо метод проекційного фокусування [5]. Для цього 

чисельним методом із обраними початковими умовами (наприклад) 

u0 = 0; du0 = 0,1; dv0 = 0.  і з урахуванням значень параметрів m = 1 і 

L = 1 розв’язуємо систему рівнянь 

(2) і будуємо зображення 

траєкторії вантажу маятника 

залежно від певного значення 

«керуючого» параметра. Як 

«керуючий» можна обрати будь-

який параметр задачі (наприклад, 

v0) за умови, що всі інші значення 

параметрів будуть фіксованими.  

 Наведемо два приклади, які 

відрізнятимуться напрямком 

початкового відхилення v0 кута v. 

  

Приклад 1. Обчислювався варіант з параметрами: m = 5; d = 1: 

u0 = 0; du0 = 0,1; dv0 = 0 і знайденим v0 = 0,3.  На рис. 3 зображено 

аксонометрії траєкторії (де коло – це траєкторія точки А з рис.1). 

 

  

  
Рис. 3. Результати обчислень за умовами прикладу 1 

 

Приклад 2. На рис. 4 наведено результати обчислення з 

відомими параметрами: m = 5; d = 1; u0 = 0; du0 = 0,1; dv0 = 0 і 

знайденим v0 = -0,07.   

 
Рис. 2. Система координат  
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Рис. 4. Результати обчислень за умовами прикладу 2 

 

Приклад 3. На рис. 5 наведено результати обчислення з  

відомими параметрами: m = 5; d = 1: u0 = 0; v0 = 0,5; dv0 = 0.1 і 

знайденим du0 = 0,14143.    

 

 
 

  
Рис. 5. Результати обчислень за умовами прикладу 3 
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Приклад 4. На рис. 6 наведено результати обчислення з 

відомими параметрами: m = 5; d = 1: u0 = 0; v0 = 0,5; dv0 = 0.1 і 

знайденим du0 = 0,068.   

 

  

 
 

Рис. 6. Результати обчислень за умовами прикладу 4 

 

Висновки. Визначення значень початкових умов u0, v0, du0 і dv0 

для знаходження розв’язків  ˆ( )u t  і ˆ( )v t  системи рівнянь (2), які б 

забезпечили нехаотичну просторову траєкторію руху вантажу 

маятника, доцільно здійснювати в режимі комп’ютерної анімації. 

Подальші дослідження будуть пов’язані з вибором параметрів для 

забезпечення бажаної форми траєкторії.  
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КОЛЕБАНИЕ МАЯТНИКА, ТОЧКА ПОДВЕСА КОТОРОГО 

ВРАЩАЕТСЯ ВОКРУГ ВЕРТИКАЛЬНОЙ ОСИ  

Куценко Л.Н., Семкив О.М. 

Рассматривается метод выбора значений параметров для 

получения нехаотических (периодических) траекторий колебаний 

математического маятника, точка подвеса которого вращается в 

плоскости вокруг вертикальной оси. 

Ключевые слова: пространственный маятник, уравнение 

Лагранжа 2-го рода, траектория перемещения маятника, точка 

подвеса. 
 

FLUCTUATION OF THE PENDULUM, THE SUSPENSION  

POINT OF WHICH ROTATES AROUND VERTICAL AXIS 

Kutsenko L., Semkiv O. 

The method of the choice of parametric values, for receiving not 

chaotic (periodic) trajectories of fluctuations of a simple pendulum which 

point of a suspension rotates in the plane around a vertical axis, is 

considered. 

Keywords: a space pendulum, the equation of Lagrange of the 2nd 

kind, a trajectory of movement of a pendulum, a suspension point. 


