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Постановка проблеми.Обґрунтування конструктивних 

параметрів робочих поверхонь для переміщення або ж сепарування 

сипучого матеріалу передбачає дослідження рухуокремої частинки по 

шорсткій поверхні [2]. Для еліпсоїда обертання подібні дослідження 

можнавиконати тільки за допомогою сучасних комп’ютерних 

технологій. 

Аналіз існуючих досліджень і публікацій.В праці [3] 

запропонований спосіб та аналітичнийопис руху частинки по шорсткій 

поверхні на основі використання супровіднихтригранниківтраєкторії. 

Формулювання цілей статті. Розробити для середовищаMaple 

[1]імітаційнумодель руху частинки по шорсткій поверхні еліпсоїда 

обертаннята дослідититраєкторно-кінематичні властивості в 

залежностівід наступних вихідних умов: 1) параметрів форми та 

положення поверхні;2) початкової швидкості кидання частинки;3) 

кута напряму її кидання в дотичній площині; 4)коефіцієнта тертя. 

Основна частина.В проекціях на орти𝒖і 𝒗 тригранника 

𝑶𝒖𝒗𝑵закон руху частинки запишеться[3]: 

 {
𝑂𝑢 ≔  𝑚 𝑊 𝑐𝑜𝑠(𝑹𝑢, �̂�)  = 𝐹𝑔  𝑐𝑜𝑠(𝑹𝑢, �̂�) − 𝑓 𝐹𝑁 𝑐𝑜𝑠(𝑹𝑢, �̂�)

𝑂𝑣 ≔  𝑚 𝑊 𝑐𝑜𝑠(𝑹𝑣, �̂�) = 𝐹𝑔  𝑐𝑜𝑠(𝑹𝑣, �̂�) − 𝑓 𝐹𝑁 𝑐𝑜𝑠(𝑹𝑣, �̂�)
, (1) 

де: 𝑮 = [0, 0, −1] - напрямок сили тяжіння системі 𝑂𝑥𝑦𝑧; 

𝑊 = |𝒘|– величина прискорення; 

𝐹𝑁 = 𝐹𝑔 𝑐𝑜𝑠(𝑵, �̂�) ± 𝐹𝐶 𝑐𝑜𝑠(𝑵, �̂�)- сила нормальної реакції; 

𝐹𝑔 = 𝑚𝑔і 𝐹𝐶 = 𝑚𝑉2𝑘- силатяжіння і відцентрова сила; 

𝑵 = [0, 0,1]- нормаль до площини 𝑹(𝑢, 𝑣)в точках траєкторії 𝒓; 

𝒏і 𝝉- головна нормальта дотична до траєкторії 𝒓 частинки. 

Параметричне рівняння 𝑢𝑣-координатної сітки еліпсоїда 

обертанняз віссю в площині 𝑂𝑦𝑧системи координат 𝑂𝑥𝑦𝑧запишемо у 



110 

вигляді: 

 𝑹(𝑢, 𝑣) = 𝑹 [

𝑎 𝑐𝑜𝑠(𝑢) 𝑐𝑜𝑠(𝑣)

𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝑢) 𝑐𝑜𝑠(𝑣) 𝑐𝑜𝑠(𝜉) − 𝑏 𝑠𝑖𝑛(𝑣) 𝑠𝑖𝑛(𝜉)

 𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝑢) 𝑐𝑜𝑠(𝑣) 𝑠𝑖𝑛(𝜉) + 𝑏 𝑠𝑖𝑛(𝑣) 𝑐𝑜𝑠(𝜉)
], (2) 

Де𝑎, 𝑏 –параметри форми еліпса в площині 𝑂𝑥𝑧; 

𝜉 – кут між віссю обертанняеліпса та віссю 𝑂𝑧в площині 𝑂𝑦𝑧; 

𝑢 ∈ [0; 2𝜋], 𝑣 ∈ [−𝜋/2; 𝜋/2] –криволінійні координати поверхні. 

Врахування кута 𝜉 суттєво впливає на траєкторно-кінематичні 

властивості руху частинки по шорсткій поверхні еліпсоїда обертання, 

які виражаються вкрай громіздкими аналітичними рівняннями. Для 

розробленої maple-моделі𝐸𝑙𝑙𝑖𝑝𝑠𝑜𝑖𝑑_𝑡складність їх виведення немає 

значення, оскільки в середовищі символьної алгебри𝑀𝑎𝑝𝑙𝑒[1] вони 

здійснюються автоматично. Для випадку коли положення осі 

обертання еліпса збігається з віссю 𝑂𝑧 (𝜉 = 0) параметричне рівняння 

𝑢𝑣-сітки еліпсоїда обертання (2)з віссю 𝑂𝑧 вже матиме вигляд: 

 𝑹(𝑢, 𝑣) = 𝑹[𝑎 𝑐𝑜𝑠(𝑢) 𝑐𝑜𝑠(𝑣) , 𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝑢) 𝑐𝑜𝑠(𝑣) , 𝑏 𝑠𝑖𝑛(𝑣)], (3) 

закон руху частинки по якому буде виражатисядещо 

простішоюсистемою диференціальних рівнянь: 

Початкові умови рішення системи диференціальних рівнянь (4) є: 

 𝑂𝑖 ≔  𝑢(0) = 𝑢𝑜 ,
𝑑

𝑑𝑡
𝑢(0) =

𝑉𝑜 𝑠𝑖𝑛(𝑜)

𝑎 𝑐𝑜𝑠 (𝑣𝑜)
, 𝑣(0) = 𝑣𝑜 ,

𝑑

𝑑𝑡
𝑣(0) =

𝑉𝑜 𝑐𝑜𝑠(𝑜)

√(𝑏2−𝑎2)𝑐𝑜𝑠(𝑣(𝑡))
2

+𝑎2

, (4) 

де𝑜–кут між вектором швидкості𝑽(𝑡) і 𝑢–координатними лініями; 

 [𝑢𝑜 , 𝑣𝑜]- її положення в момент 𝑡0 = 0. 

Шукані залежності 𝑢(𝑡) і 𝑣(𝑡) із рівнянь (4)-(5) можна знайти 

тільки наближено, зокрема за методом Рунге-Кутта у дискретному 

вигляді [1].На рис.1 наведено траєкторії 𝒓(𝑡) частинки, графіки її 

швидкості 𝑉(𝑡) та кривини𝑘(𝑡) траєкторії по внутрішній поверхні 

еліпсоїда обертання з параметрами форми 𝑎 = 4, 𝑏 = 2 в залежності від 

кута кидання 𝑜 = 0°,45°,90°,135°, початковим положенням 𝑢𝑜 = 𝜋, 𝑣𝑜 =
𝜋/6, початковій швидкості 𝑉𝑜 = 4 м/с та коефіцієнтом тертя 𝑓 = 0.3. За 

графіками швидкостей 𝑉(𝑡) можна стверджувати, що всі частинки 

(4) 
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через різні проміжку часу зупиняться в околі найнижчої точки 

(полюса) еліпсоїда. Причому, частинка кинута в сторону і донизу 

еліпсоїда (𝛼𝑜 = 135°) зупиниться найшвидше 𝑡 ≈ 2.1𝑐. В момент 

зупинки частинки кривина 𝑘(𝑡) її траєкторії наближається до нуля. 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

Рис.1. Траєкторії 𝒓(𝑡) частинки, графіки її швидкості 𝑉(𝑡) та кривини 

𝑘(𝑡) в залежності кута 𝛼𝑜 її кидання 

 
Траєкторії 𝒓(𝑡) частинки та графіки її швидкості 𝑉(𝑡) в 

залежності від: а) коефіцієнта тертя 𝑓 = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 та 𝛼𝑜 = 90° і 
𝑉𝑜 = 4 м/с; б) початкової швидкості 𝑉𝑜 = 0.1, 2, 4, 6 та 𝛼𝑜 = 90° і 𝑓 = 0.3; 
в) початкового положення 𝑣𝑜 = 195°, 215°, 235°, 255° та𝛼𝑜 = 90° і 𝑉𝑜 =
4побудовано на рис.2. Чим більший коефіцієнт тертя 𝑓, тим швидше 
частинка зупиниться. Місце зупинки частинки знаходиться в околі 
нижнього полюса еліпсоїда. Кинуті частинки із початковими 
швидкостями 𝑉𝑜 = 0.1 і 𝑉𝑜 = 2 м/с відповідно під кутами 𝛼𝑜 = 0° і 
𝛼𝑜 = 45° хоча мають різні траєкторії, але зупиняються через однаковий 
проміжок часу 𝑡 ≈ 2.2𝑐.Частинки кинуті з різних паралелей 𝑣𝑜 =
195°, 215°, 235°еліпсоїда зупиняться майже одночасно 𝑡 ≈ 2.5𝑐. 

   

 
а) 

 
б) 

 
в) 

Рис.2. Траєкторії 𝒓(𝑡) частинки та графіки її швидкості 𝑉(𝑡)по 

внутрішній поверхні еліпсоїда за різних умовами її кидання 

 
Нехай параметри форми еліпсоїда дорівнюють 𝑎 = 1 і 𝑏 = 2,кут 

кидання 𝑜 = 0°,-45°,−90°,−135°, початкове положення 𝑢𝑜 = 3𝜋/2, 𝑣𝑜 =
0, початкова швидкість𝑉𝑜 = 4 м/с, коефіцієнт тертя 𝑓 = 0.3 (в табл.1,а 
показано 1/8 частину поверхні). Частинка кинута вверх вздовж 
меридіана (𝑜 = 0°) через проміжок часу 𝑡 ≈ 0.2𝑐 відірветься від 

𝛼𝑜 = 0° 

𝛼𝑜 = 0° 

𝛼𝑜 = 0° 

𝑓 = 0.4 

𝑓 = 0.1 

𝑓 = 0.1 

𝑉𝑜 = 6 

𝑉𝑜 = 6 

𝑉𝑜 = 0.1 

𝑣𝑜 = 195° 

𝑣𝑜 = 255° 

𝛼𝑜 = 135° 

𝑣𝑜 = 255° 

𝑣𝑜 = 195° 
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поверхі. Всі інші частинки не відриваючись від поверхні будуть 
рухатися до нижнього полюса еліпсоїда, в околі якого зупиняться. 

Дещо інший характер руху частинки відбудеться по поверхні 
еліпсоїдаобертання, коли його вісь займає горизонтальнеположення. 
Траєкторії 𝒓(𝑡) та графіки її швидкості 𝑉(𝑡) частинки в залежності від 
кута кидання 𝑜 = 0°,45°,90°,135°при початковому положенні𝑢𝑜 =
𝜋, 𝑣𝑜 = −𝜋/6, початкової швидкості 𝑉𝑜 = 4 м/ста коефіцієнта тертя 
𝑓 = 0.3 наведено в табл.1,б. За цих вихідних умов всі частинки в 
замкнутому просторі еліпсоїда обертання зупиняться внизу – за 
графіками швидкостей 𝑉(𝑡) це почне відбуватися через проміжок часу 
𝑡 ≈ 3.5. В момент їх зупинки нормальна реакція 𝐹𝑁(𝑡)наближається до 
значення 𝐹𝑁 = 𝑚𝑔. Частинка кинута в сторону полюса еліпсоїда на 
початку руху має більшу амплітуду сили нормальної реакції 𝐹𝑁(𝑡) за 
рахунок більшої швидкості 𝑉(𝑡) та меншої кривини 𝑘(𝑡) траєкторії. 

Таблиця 1 

Траєкторії частинки, графіки її швидкості та сили нормальної реакції 

 
а) 

 
 

 
 

 
б) 
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Якщо повернути вертикальну вісь еліпсоїда обертання (1) 

навколо осі 𝑂𝑥 на кут 𝜉 = 15°,то траєкторії 𝒓(𝑡) частинки в середині 

поверхні не будуть йти в напрямку нижнього полюса (табл.1,в). 

Графіки швидкості 𝑉(𝑡) та сили нормальної реакції 𝐹𝑁(𝑡) частинки в 

залежностівід кутаїї кидання 𝑜 = 0°,45°,90°,135°при 𝑢𝑜 = 𝜋, 𝑣𝑜 = 0, 

𝑉𝑜 = 4 м/ста 𝑓 = 0.3 показують, що тільки частинки з кутом кидання 

𝑜 = 90°, 135° не відірвуться від поверхні. 

Один із результатів руху частинки по зовнішній поверхні 

еліпсоїда обертання наведено в табл.1,в. Можна бачити, що всі 

частинки з кутами кидання𝑜 = 0°,45°,90°,135°при 𝑓 = 0.3 і 𝑉𝑜 = 1 м/с 

відірвуться від поверхні не доходячи до її екватора. 

Висновки.Параметриформи таположенняеліпсоїда обертання, 

початкової швидкості, положеннята коефіцієнта тертячастинки мають 

комплексну дію на переміщення сипучого матеріалу по поверхні. 
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ДВИЖЕНИЕ ЧАСТИЧКИ ПО ШЕРОХОВАТОЙ 

ПОВЕРХНОСТИ ЕЛЛИПСОИДА ВРАЩЕНИЯ 

Пилипака С.Ф., Несвидомин А.В. 

Приведены траекторно-кинематические свойства движения 

частицы по шероховатой поверхности эллипсоида вращения. 
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THE MOVEMENT OF PARTICLE ON A ROUGH SURFACE 

ELLIPSOID ROTATION 

PylypakaS., NesvidominА. 

Given the trajectory and kinematic properties of the motion of a 

particle on a rough surface of an ellipsoid of rotation. 
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