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Роботу присвячено розробці узагальненого підходу до розробки 

методів просторових перетворень на цілочисельних регулярних сітках для 

розв’язання задач ефективної з точки зору час обробки точкових множин, 

що представлені в вигляді дискретизованих даних на регулярних сітках. 

Прикладами таких перетворень є просторова індексація та візуалізація на 

двовимірну площину. Постійне зростання як обсягів так і розмірності 

даних, що оброблюються в практичних задачах призводить до зростання 

вимог до обчислювальної ефективності алгоритмів, які використовуються 

для їх розв’язання. Існує широке коле задач, в яких використання 

просторових перетворень може бути використано для підвищення 

ефективності розрахунків, наприклад, зберігання та використання 

ресурсів, швидка обробка даних, візуалізація даних, підвищення швидкості 

сучасних алгоритмів інтелектуального аналізу даних. Іншими прикладами 

задачам є задачі покриття множини, пошук зображень за змістом, 

обробка геопросторових даних. Методи для оптимізації обчислювальної 

ефективності в алгоритмах розв’язання подібних задач найчастіше 

базуються на використання методів впорядковування точкових множин 

через використання просторових структур даних і алгоритмів їх обробки. 

В роботі представлено узагальнений підхід до створення методів 

просторових перетворень на основі методів просторової індексації 

цілочисельних регулярних сіток, який дозволяє зводити алгоритми обробки 

точкових даних до лінійної складності по часу незалежно від розмірності 

вхідних даних. В роботі запропоновані схеми просторових перетворень на 

основі лінійних та ступеневих функцій, а також на основі визначення 

належності точок до деякої області простору. Основою підходу є 

операції дискретизації та індексації точкових даних. В роботі розглянуто 

спосіб вирішення проблеми експоненційного зростання кількості комірок 

на цілочисельній регулярній сітці для зберігання точок. Запропоновано 

базові операції та алгоритми прямого та зворотного перетворень в 

метричних просторах. В роботі задано базові характеристики 

перетворень та наведено підхід до оцінювання ефективності перетворень 

на їх основі. 

Ключові слова: просторові перетворення, цілочисельна регулярна 

сітка, точкова множина, дискретизовані дані, просторова індексація, 
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впорядковування точкових множин, візуалізація. 

 

Постановка проблеми. Зростання обсягів та розмірності даних в 

сучасному світі призводить до підвищених вимог до алгоритмів обробки 

таких даних для оптимізації використання ресурсів [1, 2] або для їх швидкої 

обробки [3] та візуалізації [4], підвищення ефективності сучасних алгоритмів 

інтелектуального аналізу даних [5] та обробки зображень [6]. Під час 

розв’язання практичних задач у просторах довільної розмірності часто 

виникає необхідність визначення просторових відносин між точками. До 

таких задач можна віднести, наприклад, задачу покриття множини точками, 

що охоплюють таку множину [7], задачу пошуку схожих зображень [8, 9], 

задачі обробки геопросторових даних [10, 11]. При цьому зростання обсягів 

даних в таких задачах вимагає пошуку ефективних з точки зору 

обчислювальної складності по часу методів та алгоритмів визначення 

просторових характеристик на цілочисельних регулярних сітках. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Поширеними способами 

підвищення обчислювальної ефективності при визначенні просторових 

відносин між точками у метричних просторах є впорядковування точкових 

множин через використання просторових структур даних і алгоритмів їх 

обробки [12, 13]. Одним із ефективних прикладів використання 

просторових структур є індексація методами просторового хешування [6, 

8], в тому числі й через нейронні мережі [14]. В роботі [15] запропоновано 

схему хешування на основі лінійних перетворень для просторів низької 

розмірності, в роботі [16] проведене її узагальнення для просторів 

довільної розмірності на основі лінійно-ступеневих перетворень. Іншим 

способом хешування є індексація на основі належності точки до заданої 

області простору [17]. Існуючі підходи до розв’язання практичних задач із 

дискретизованими точковими множинами на основі методів просторової 

індексації потребують подальших досліджень для створення уніфікованих 

схем застосування при обробці великих та багатовимірних даних. 

Формулювання цілей статті. Розробка узагальненого підходу та 

методів перетворень точкових множин на цілочисельних регулярних сітках 

на його основі до розв’язання задач просторової обробки точкових множин 

у просторах довільної розмірності. 

Основна частина. Перетворення простору одної розмірності    в 

простір розмірності    для дійсних чисел визначається як: 

               (1) 

при чому    може дорівнювати   . У випадку перетворення 

дійснозначного простору у цілочисельний на основі (1) отримуємо:  

                (2) 

Випадок перетворення між цілочисельними просторами 

визначатиметься як:  

                 (3) 

Визначимо основні види перетворень на основі виразів (2)-(3), які 
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розглядаються в роботі: 

 просторова індексація (просторове хешування) – відображення на 

одновимірний простір: 

              (4) 

 візуалізація – відображення на двовимірний простір:  

     
           (5) 

де          – вхідний метричний простір. 

Для розв'язання деяких практичних задач може виникнути 

необхідність визначення значення дискретизованих координат вхідного 

простору за відомим значенням результату перетворення. Визначимо 

обернене перетворення:   

  ̅             (6) 

де           ,        – перетворена та вхідна сіткові геометричні 

моделі (СГМ), відповідно. 

Функція перетворення, для якої існує зворотне перетворення (6) є 

двосторонньою, функція, для якої такого перетворення не існує є 

односторонньою. 

Для хеш-фукнцій обернене перетворення на основі (6) буде: 

 ̅            (7) 

або:  

 ̅ ( (  ))           (8) 

де    – комірка СГМ. 

Аналогічно, хеш-функція, для якої існує зворотне перетворення є 

двосторонньою, а хеш-функція, для якої такого перетворення не існує є 

односторонньою. 

На основі підходів, представлених в роботах [15, 16] узагальнено 

просторову індексацію можна визначити як лінійну комбінацію зважених 

координат точки                 приведену до цілого значення. Можна 

визначити сім'ю лінійних хеш-функцій для довільного простору: 

     ⌊∑        
   
   ⌋      (9) 

де    – параметр дискретизації координатної осі (кількість комірок вздовж 

осі). Наприклад, індексація точок на двовимірній СГМ  на основі виразу 

(9) може бути представлена як:  

                   (10) 

де              – дискретизована точка на площині,       – параметри 

дискретизації координатних осей    та   , відповідно. 

Обернення індексу, отриманого за виразом (10):  

             

    ⌊
    

  
⌋  

Лінійні хеш-функції на основі виразу (9) є двосторонніми тільки для 

випадку      , на основі представленого в роботі [16] методу хешування 
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для просторів довільних розмірностей для випадків більших розмірностей 

простору було розроблено метод ступеневого лінійного хешування:  

     ∑
     

       

 

 
         (11) 

де    
 – i-та дискретизована координата точки              ,    

            : 

   
  ⌊

  

  
⌋  

де    – розмір комірки вздовж i-ї координатної осі,    – максимальна 

кількість розрядів хешу на одну просторову координату    
: 

       (
               

  
)  

Лінійні хеш-функції на основі виразу (11) є двосторонніми для будь-

яких значень d. Обернення ступеневого лінійного хешу здійснюється 

наступним чином [16]: 

       

 while       

     
           

   

      ⌊
 

 
 

  
⌋ 

            

 end 

Недоліком лінійних функцій індексації простору є експоненційне 

зростання кількості необхідних комірок для зберігання об'єктів, що 

призводить до зростання відповідних вимог до об'єму оперативної пам'яті 

для зберігання, цей факт обмежує використання сімей лінійних хеш-

функцій просторами розмірності         в залежності від наявної 

оперативної пам'яті. Таким чином, необхідно знаходити ефективні способи 

індексації для просторів більш високих розмірностей. Слід відзначити, що 

внаслідок "прокляття розмірності" у просторах великих розмірностей, 

навіть при малих значеннях  , необхідний об'єм пам'яті для зберігання 

комірок СГМ буде суттєво вищий за існуючі на даний момент можливості. 

Таким чином, можливе лише розбиття на комірки, які включатимуть 

доволі великі об'єми вхідного простору. Для реалізації такого підходу 

існують нелінійні схеми просторової індексації, на основі визначення 

належності до деякої частини простору, до таких методів можна віднести: 

 сім’ю методів Locality-sensitive hashing (LSH) [6,8]; 

 метод сферичного хешування [17]. 

Розглянемо метод сферичного хешування. Визначення 1. Для заданої 

точкової множини                                        та деякої 

множини сфер                                 – координати центру та 

радіус j-ї сфери, відповідно,          ,        
         

  визначимо хеш 

як суму двійкових розрядів:  
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      ∑    
    

         (12)  

де кожен двійковий розряд хешу    визначає належність точки       до 

сфери      : 

   {
   (     )    

   (     )    
  

де      – задана метрика. 

Радіуси та центри сфер задаються або випадковим чином, або можливе 

використання спеціальних методів, наприклад, алгоритму кластеризації k-

середніх для пошуку сфер, що охоплюють всю точкову множину. Слід 

відзначити, що метод сферичного хешування може бути легко розширеним 

на використання довільних геометричних об’єктів замість сфер, наприклад 

еліпсоїдів або паралелепіпедів тощо, що дозволяє керувати балансом 

точності охоплення множини точок та швидкістю роботи алгоритму. 

Якщо зменшити в методі сферичного хешування радіуси сфер до 

нуля, залишивши лице точки-центри сфер і знаходити відстані від вхідних 

точок множини до цих центрів, то можливе поєднання схеми лінійного 

(або лінійного ступеневого) хешування та схеми сферичного хешування в 

вигляді методу метричного хешування:  

     ∑         
 
         (13) 

де       – дискретизоване значення метрики, значення метрик при цьому 

можна використовувати як координати точок в перетвореному просторі і 

за рахунок цього проводити зменшення розмірності вхідної точкової 

множини. 

Для оцінювання результату перетворень точкових множин на СГМ з 

точки зору дослідження їх заповненості та обчислювальної ефективності 

необхідно визначити такі базові статистичні характеристики точкової 

множини на СГМ:  

 щільність заповнення комірок: 

   
∑  

  
  

де            ,            – двійковий стан заповненості 

комірки,        – загальна кількість комірок в СГМ; 

 середня кількість точок в комірці: 

 ̃   
∑  

  
  

 квадрат відхилення від середнього в комірці: 

   
  (    )

 
  

 рівномірність розподілу точок -- середньоквадратичне відхилення в 

комірці: 



105 

     
 

  
∑   

  

   

  

 щільність точок у комірці: 

   
  

  
  

де    – об'єм комірки (однаковий для усіх комірок СГМ). 

На основі визначених просторових характеристик введемо такі 

спеціальні види просторової індексації: 

 щільне хешування – всі комірки СГМ є заповненими,     ; 

 рівномірне щільне хешування – в усіх комірках СГМ міститься 

однакова кількість точок,  ̃           ; 

 впорядковування – рівномірне щільне хешування, при якому в кожній 

комірці СГМ міститься тільки одна точка,   ̃          . 

Висновки. В ході виконання роботи було запропоновано 

узагальнений підхід до розв’язання задач просторової обробки точкових 

множин у просторах довільної розмірності та методи перетворень 

точкових множин на цілочисельних регулярних сітках на його основі. 

Запропонований підхід дозволяє зменшувати обчислювальну складність до 

константної для операції обробки однієї точки множини, що призводить до 

зменшення складності до рівня лінійної у випадку обробки усієї множини. 

Здійснено програмну реалізація розроблених методів із застосуванням 

мови програмування Python. 
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SPATIAL TRANSFORMATIONS OF POINT SETS ON INTEGER 

REGULAR GRIDS 

Andrii Dashkevych 

The work is devoted to the development of a generalized approach to the 

development of methods of spatial transformations on integer regular grids for 

solving the problems of time-efficient processing of point sets presented in the 

form of discretized data on regular grids. Examples of such transformations are 

spatial indexing and visualization on a two-dimensional plane. The constant 

growth of both the volume and dimension of the data processed in practical 

problems leads to an increase in the requirements for the computational effi-
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ciency of the algorithms used to solve them. There is a wide range of tasks in 

which the use of spatial transformations can be used to increase the efficiency of 

calculations, for example, storage and use of resources, fast data processing, 

data visualization, increasing the speed of modern algorithms for intelligent da-

ta analysis. Other examples of tasks are set coverage tasks, image search by 

content, geospatial data processing. Methods for optimizing computational effi-

ciency in algorithms for solving similar problems are most often based on the 

use of methods for ordering point sets through the use of spatial data structures 

and algorithms for their processing. The paper presents a generalized approach 

to creating methods of spatial transformations based on methods of spatial in-

dexing of integer regular grids, which makes it possible to reduce point data 

processing algorithms to linear time complexity regardless of the dimension of 

the input data. The paper proposes schemes of spatial transformations based on 

linear and power functions, as well as on the basis of determining whether 

points belong to a certain region of space. The basis of the approach is the op-

erations of discretization and indexing of point data. The paper considers a way 

to solve the problem of exponential growth of the number of cells on an integer 

regular grid for storing points. Basic operations and algorithms for direct and 

inverse transformations in metric spaces are proposed. In the paper, the basic 

characteristics of transformations are given and an approach to evaluating the 

effectiveness of transformations based on them is given. 

Keywords: spatial transformations, integer regular grid, point set, discre-

tized data, spatial indexing, ordering of point sets, visualization. 
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